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INTRODUCCIÓN 


Con frecuencia en nuestra vida cotidiana, nos encontramos con situaciones en 
donde existe una relación entre magnitudes. ¿Qué es una Magnitud? Todo 
aquello que puede ser medido. Por ejemplo: el salario (magnitud) de una persona 
depende del número de horas laborales (magnitud), la producción de una 
fábrica puede depender del número de máquinas que se utilicen, la temperatura 
(magnitud dependiente) depende del tiempo (magnitud independiente), etc. 


En Matemática, para poder analizar las diferentes relaciones que se dan entre 
las diferentes magnitudes utilizamos funciones y a las magnitudes las 
representamos mediante variables. 


En lo sucesivo vamos a interiorizarnos en el estudio y el análisis de Funciones, 
las cuales nos permiten explicar, entre otros, los diferentes fenómenos que 
suceden en la naturaleza. 


DEFINICIÓN: PLANO CARTESIANO 


Un Plano Cartesiano es un conjunto de puntos, los cuales están caracterizados 
por tener una ubicación, que es dada a través de un SISTEMA DE EJES 
CARTESIANOS. Un Sistema de Ejes cartesianos está formado por dos ejes 
perpendiculares, denominados Eje x o Eje de las Abscisas (Horizontal), y Eje y 
o Eje de las Ordenadas (Vertical). 


Cada punto del Plano Cartesiano, tendrá entonces una ubicación dentro del 
mismo, dado por PARES ORDENADOS de la forma (x,y), en donde la primera 
componente del par ordenado corresponde a un elemento de la variable “x”, y la 
segunda componente corresponde a la variable “y”. La intersección de ambos 
ejes se denomina Origen de Coordenadas, y su ubicación será el Par Ordenado 
(0,0). 


Par Ordenado: Se denomina Par Ordenado a un conjunto formado por 2 (dos) 
elementos, no necesariamente distintos, dados en un cierto orden. 


(u,v), donde u es el primer elemento o primera coordenada y v es el segundo 
elemento o segunda coordenada. 


Igualdad de Pares Ordenados: Dos pares ordenados son iguales, si son iguales 
los primeros elementos e iguales los segundos elementos. En símbolos: 


(uv) =(st) S u=s A v=t 
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CONCEPTO O NOCIÓN DE FUNCIÓN: 


>» Un conjunto f formado por pares ordenados es Función, si en dicho 
conjunto no existen dos pares ordenados con la misma primera 
componente. Es decir: 

(uv)Eef A (uUuwEf > v=w 

> Las funciones serán denotadas simbólicamente con las letras f, g, h,... 

> Dominio de f: Es el conjunto formado por las primeras componentes de 
los pares ordenados de f y se denota djs]. 

> Rango o Recorrido de f: Es el conjunto de todas las segundas 
componentes de los pares ordenados de f, y se denota r;g]. 

> Si el par ordenado (u,v) € f, se dice que “v es la imagen de u por f”, o “v 
es el transformado de u por f”, ó “v es el valor de f en u”, y se escribe: 

v=f(u) 
Ejemplos: 

"= f(x)=2x-5 
fQ)=2.2-5=4-5=-1, esdecir, f(2) = —1. Luego, el valor de f en 2 
es -1. Simbólicamente: (2,-1) € f 

= Seaf =((2,5),(3,-1), (4,6), (0,8)). ¿f es función? 
Si es función, pues las primeras componentes no se repiten. 
ds, = 10,2,3,4) 
Pf] = [-1,5,6,8) 

= f(x)=x Función Identidad 
FA) = 1, entonces (1,1) €f 
f(E5) = —5, entonces (-5,-5) € f 
fQ)=2, entonces (2,2) € f 

> Igualdad de Funciones: Se dice que dos funciones “f” y “g” son iguales 


si: 
1. dif] = Ag] 
ii. f(x) =g(x)  VxE dif] 


Ejercicio: Determinar los dominios de las siguientes funciones. 


a. f(x) =v16- x? 
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Veamos de qué manera podemos determinar el dominio de 
esta función: 


Recordemos primero, que el dominio de una función es el conjunto de los 

elementos x, o primeras componentes de los pares ordenados de f. Luego, 

entonces debemos encontrar cuál es ese conjunto de primeras componentes, es 

decir, debemos encontrar cuales son los números reales que pueden 
«, y» 


reemplazarse en la variable “xx”, y que tendrán una imagen “y” a través de la 


función dada. 


Observemos también, que esta función es un tipo de función raíz cuadrada, con 
lo cual hay una condición que debe cumplir el radicando: “Todo el radicando 
debe ser un número positivo, o a lo sumo cero”; o bien, el radicando no puede 
tomar valores negativos, pues no existen raices cuadradas de números 
negativos en el conjunto de los números reales. Por lo tanto, esa será la 
condición que vamos a plantear para encontrar cuales son los números reales 


que conforman el dominio de f. 


16-x?>0 
16. =x* 
16 > Vx? 
4 > |x| Por una propiedad de V.abs. es |x] = Vx? 
lx[<4 > -4<x<4 Por una propiedad de v. abs. 
dif] = E4; 4) 


b. g(x)= vx?-25 
Nuevamente para encontrar el dominio de f (conjunto de números reales 


(1) 


que se pueden reemplazar en la variable “x” de tal manera que tendrá 

una imagen “y” a través de f, se debe plantear la condición al radicando, 

pues esta función es igualmente un tipo de función raíz cuadrada. 
x?-25>0 


x?>25 


1x2 > 125 


lx] > 5 
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x[>5 > x>5 V x<-—5 prop.v.abs 
x E (—00; —5] U[5; +00) 
dig] = (00; —5] U [5; +00) 
c. f(x) = yx 


dif] = R¿, pues el radicando es “x”, y con lo cual la variable x sólo puede tomar 


valores números reales positivos o cero. 
Xx 
d. g(x)= Pre 
dig =R—(t-1). En efecto, esta función es del Tipo de funciones 
Racionales, las cuales se caracterizan por ser cociente de polinomios. 
Como sabemos un cociente o división existe siempre y cuando el 
denominador o divisor sea distinto de cero. Por lo tanto, esa es la 


condición que se exige para que esta función exista. 


x+1>+*0 
x+*-1 Despejando “x” 
Luego: dig =R-t1) 
e. ho) = — 
din] =R— E. En efecto, 3x=5*0 
3x +5 
xx E 


COMPOSICIÓN DE FUNCIONES 


Sean f y g son dos funciones cualesquiera, podemos construir otra función “f 


compuesta con g”, denotada por gof, y se define de la siguiente manera: 


digas] = [x/x € dig AFG) € dig) 
" (g0of)640)=glf60l, Vx€ dif] 


= Para hacer la composición debe ocurrir: rif € d¡yj 


(Véase el siguiente gráfico que describe la construcción de esta función) 
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Ejemplos: 


a. f == tCa, p), (b, q), LE, r)) 
9 = ((p, b),(r, a), (s, d)) 


Analizamos si se pueden hacer las composiciones: gof y fo9- 
Obtenemos los dominios y los recorridos de cada función: 

dig =1a0,b,cj rif =4p,q,1) 

dig] = tp, r,s) ríg] = 1b, a, d] 
Para gof: ¿ Tif] € Ag]? 


«4 >» 


No, pues el elemento “q” que pertenece al recorrido de f, no se encuentra en el 


dominio de g. 

Luego no se puede hacer la composición: gof 

Analicemos ahora si podemos realizar la otra composición: fog 
Para zo d Yig S dif] ? 


No, ya que el elemento “d” que se encuentra en el recorrido de g, no pertenece 


al dominio de f. 
Luego, tampoco se puede hacer la composición: f.9 
Veamos otro ejemplo. 


b. f => 11, m), (2, t), (3, D) 
g= (a -4), Gm, 2h (s, 1), (L, 3 


Analizamos si se pueden hacer las composiciones: go0f y fog. 
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Obtenemos los dominios y los recorridos de cada función: 
dif] = (1,2,3) rif] = ím,t, 1) 


dig =ftm,s,1)  T¡g =1(-4,-2,1,5) 


Sí, pues todos los elementos que se encuentran en el recorrido de f, también 


están en el dominio de g. 
Luego si se puede hacer la composición: g.f 


Para poder construir la misma, debo unir los pares ordenados de f con 


los pares ordenados de g, teniendo en cuenta lo siguiente: 


= La segunda componente de cada uno de los pares ordenados de la 
función f, deben coincidir con la primera componente de un par ordenado 
de la función g. 

"= Luego, el par ordenado resultante que se encuentre en gof, tendrá como 
primera componente, la primera componente de los pares de f, y segunda 
componente, la segunda componente del par ordenado que ha verificado 


la coincidencia del paso anterior. 
Veamos en el ejemplo: 
go0f = (11,-2), (2,4), (3,5) 
Ya que: 
Dados: f=(1,mM,Q0,0,G,D) 
g = ((t,-4), (m, -2), (s, 1), (1, 5)) 
Análogamente: 
Para fog: ¿ Tig <S dig ? 


No, pues los elementos: -4, -2 y 5 que se encuentran en el recorrido de g, no se 


encuentran en el dominio de f. 


Luego, no se puede hacer la composición. 
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Ambas funciones son Funciones Polinómicas. La primera es una Función 


c. Sean: f(x)=3x+2 y gu) = x? 


Lineal, Polinómica de Primer Grado, y la segunda, es una Función Cuadrática 


O Polinómica de Segundo Grado. 


= Una de las características de las Funciones Polinómicas, es que sus 
dominios siempre son todo el conjunto de los Números Reales. Esto es 
así, ya que la variable x de un polinomio puede tomar como valor 


cualquier número real. 
Luego: dif] =R rif] =R 
Ag =R "[g] = [0; +00) 


Nota: Para encontrar el recorrido de las funciones anteriores, se debe pensar en la siguiente 
pregunta: ¿Cuáles son los números que obtendré como resultado, luego de realizar toda la 


operación dada por la función (por ej. f)? 


En el caso de f (función Lineal: f(x) = 3x + 2), luego de reemplazar cualquier número en la variable 
x, multiplicarlo por 3 y sumarle 2, obtendré como resultado cualquier otro número real. Es por 
ello, que el Recorrido de f, es R. Pues, las imágenes de los números que ingresan en la función 


son cualquier número real sin condición. 


En el caso de la función g (función Cuadrática: g(x) = x?) luego de reemplazar cualquier número 
(positivo, negativo o cero) en la variable x, al estar la misma elevada al cuadrado, el resultado 
siempre será un número positivo, o cero. Con lo cual, el recorrido de esta función es [0; +00); pues 


las imágenes de los números ingresados en x son número positivos, o a lo sumo el cero. 
Para gof: ¿ Tif] € dig]? 
Sí, coinciden. Luego si se puede hacer la composición. 
Esta se hará de acuerdo a la definición de Composición de Funciones: 
(g0/)00) =glfGol, Vx € dy] 
Entonces: (g.f)(x) = g[3x + 2] = (3x + 2)? 
Para fog: ¿ Tig S dig] ? 
Si, ya que el intervalo [0;+00) c R. Luego, si se puede hacer la composición, 


teniendo en cuenta la definición ahora para fo: 
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f9)6) =flgGol. Vx € dy] 
Entonces: (f.9)G0 = f[x?] = 3.1? +2 


Propiedades: 


a. La composición no es Conmutativa: gof + fo9 


b. La composición es Asociativa: (hog)of = ho(gof) 
FUNCIÓN INYECTICA - FUNCIÓN INVERSA 


A todo par ordenado (u,v) se le puede asociar el par ordenado (v,u) llamado 


Opuesto del par (u,v). 
Sea f una función cualquiera, f = (Go, f00))/x € dif) 


A esta función le corresponde un conjunto f”* cuyos elementos son los opuestos 


de los pares ordenados de f. 
f7 =((60,1)/x € dys]) 
=  f71 puede o no ser función. 


Definición de Función Inyectiva: Se dice que una función f es Inyectiva si 


cada vez que f(u)=f(v), es porque u=v. Simbólicamente: 

f es inyectiva si y solo si [Vx,, xa E dif: FG) = 0) > 1 = x2] 
Es equivalente a: (por el contrarreciproco) 

f es inyectiva si y solo si [Vx,, xa E dig: 1 Fx > f(u)+ f(x2)] 


“A elementos distintos del dominio de f, le corresponden imágenes distintas”. 


o 
3 
Ad [a 
Es función inyectiva No es función inyectiva 


Teorema: Sea funa función. El conjunto f 7? es función si y solo si fes inyectiva. 
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Si f es inyectiva el conjunto f”? es también función inyectiva se 


denomina Función Inversa de f. 


Teorema: Si fes una función Inyectiva, entonces: 


i. dif-1] = FF] y Ep = dif] 
ii. EA.A=C0f5=!1. (Les la Función Identidad). 


RESTRICCIÓN DE UNA FUNCIÓN 


Sea f una función y AC d¡f¡. Se denomina Restricción de f al conjunto A y lo 


indicamos fa a la función talque: 


i. da) =A 
ii. fa) =f0) 


Si una función f es no inyectiva se puede restringir su dominio a un conjunto 


A donde f sea inyectiva, y poder asi obtener la función Inversa de f. 
Ejemplo: 


Sea f(x) =x”* tal que d¡s, =R. No es inyectiva, por lo tanto f”* = +vVx no es 
función. Luego, restringimos su dominio en un conjunto donde si sea inyectiva: 


en A=[0;+00). Es decir: 


falo) = x? tal que dts,] = [0; +00) si es inyectiva en A. 
Por lo tanto, f”* = +yx es función, y su dominio es A= d¡f,, = [0; +00). 


FUNCIONES ESCALARES: 


En nuestra asignatura, trabajaremos con funciones escalares o funciones reales 
de variable real. Se llaman asi, ya que el dominio y el recorrido de las mismas 


son subconjuntos de números reales. 
f: día > T[f1/dí SRAr[g SR 


xby=100 
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DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS DEL PLANO 


Sean A = (x1,y1) y B=(x2,y2) dos puntos del Plano. La distancia de A a B se 


define como la raíz no negativa: d(4,B) =+ (2%, — x1)? + (y, — y1)?. 


En efecto, consideramos un punto C de tal manera que: AC=x,-=x, y BC= 
Y, — y. Observemos que el triángulo ABC es un Triángulo Rectángulo y la 


Hipotenusa es AB; por el Teorema de Pitágoras resulta entonces que: 


d(A,B) =+ Ga = x1)? + (2 — ya)? 


AB 


AC 


GRÁFICAS DE UNA FUNCION ESCALAR 


El dibujo de un conjunto de pares ordenados de números reales se denomina la 


Gráfica de dicho conjunto. 


Cada par ordenado (x,f(x)) de una función escalar se puede representar en el 
Plano Cartesiano xy. Una función escalar por ser función no puede tener dos 
pares ordenados distintos con la misma primera componente. De aquí que toda 
recta paralela al eje “oy” podrá tener a lo sumo un punto en común con la gráfica 


de la función escalar. 


RECTAS 


Se denomina Recta a la Gráfica de una Ecuación de tipo Ax + By + C =0 con 


AXOÓB%O. (1) (Ecuación General o Implícita de la Recta) 
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Casos: 


La ecuación (1) queda Ax + C = Oentonces x = - C/A. Llamando k = - C/A, luego 


x = k. Esta recta es una recta vertical paralela al Eje Y o Eje de las Ordenadas, 


No es Función. 


Si además es C = 0, la ecuación (1) queda Ax = O de donde x = O, que es la 


Ecuación del Eje oy. 


2. A=0. La ecuación (1) queda By + C = 0, de 
donde y = - C/B. Llamando r = - C/B, se 


tiene: y =r. 


Si además es C = 0, la ecuación (1) queda By = O a 


de donde y = O, que es la ecuación del Eje oy. 


3. AYO,Bx0,C*%O. Luego 


Ax+By+C=0 despejamos y: 


Llamando m=-A/B y b=-C/B, tenemos 
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Ecuación Explícita de la Recta 


Donde m es la Pendiente de la recta y b es la Ordenada al Origen. La 


pendiente de la Recta nos da su inclinación y se define como: 


4. Gráfico por sus intersecciones con los ejes. 
= Nox: debemos hacer y=0 


=  Noy: debemos hacer x = 0, 


Ejemplo: y =- 2x +3 
= nox: y=0 
y =-2x+3entonces -2x+3=0 (resolvemos) 


x = 3/2. Luego, el punto de intersección con el eje 0x es el par ordenado: (3/2, 
0). 


= Noy: x=0 


=-2.,0+3=3 entonces y = 3. Luego el punto de intersección con el eje oy es 


el par ordenado (0, 3). 


Graficamos ahora la recta, ubicando los 


pares ordenados obtenidos: 
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5. Ecuación de la Recta que pasa por un Punto dada su pendiente 


Sea P =(x1, y1) y mla pendiente de la recta r. Su ecuación será: 
Ejemplo: Sea el punto P= (6,2) y m = le 

¿Qué busco? Una ecuación del tipo y = mx + b 

¿Qué datos tengo? La pendiente y un punto que pertenece a la recta. 


¿Cómo la encuentro? Reemplazo los datos en la Ecuación de la Recta que pasa 


por un punto dada su pendiente. Luego tenemos lo siguiente: 
y-2=%.(x-6) 
y-2=V4Mx=-% .0 
y-2=%x-3 
y= Vx-3+2 
Ecuación Explícita de la Recta VETA 


Ejercicio: Graficar la recta utilizando intersecciones con los Ejes Coordenados. 


6. Ecuación de la Recta que pasa por dos Puntos 


Sean los puntos P=(x1, y1) y Q =(Xz, y2) que pertenecen a la gráfica de la recta 


r. La ecuación de la recta que pasa por P y Q es: 


Se A Variación de y 
Observemos que la pendiente de la recta es: M = A. a 


Xx2—X4 Ax —> Variación de x 


Ejercicio: Sean los puntos P = (1,4) y Q = (3,0) que pertenecen a la recta r. 


Encuentre la Ecuación Expliícita de la recta r. 


CIRCUNFERENCIA 
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Se denomina Circunferencia a la gráfica de la ecuación del tipo: 


Ecuación General de la 
x224+y24+Ax+By+C=0 (1) Cincunferentia 


Aplicamos a (1) la propiedad conmutativa y asociativa: 


(L 


(Q2+A0)+(y?+By+c=0 


y) ul +ar+ (3) Y Joe 


2 A? 2 2 
o a e) a 
A? BY A?  B2 

de e PA, 
(«+3) + (y +3) A 


E a) ps B?-4C 
Xx 2 y > = a 
Llamo a =-£ y B=-Zy si A? + B? > 4C llamo r = |42+ == 


La ecuación (1) queda: (1-0 +(—PBY=r? 


Ecuación Canónica de la Circunferencia de centro C = (a, fB) y radio r. 


Ejercicio: Decida qué representa la ecuación: x? + y? + 6x — 8y = 0. Grafique. 


APUNTE TEÓRICO DE ANÁLISIS 1 - LSI - PI - 2021 


UNIVERSIDAD NACIONAL DE SANTIAGO DEL ESTERO TA 
FACULTAD DE CIENCIAS EXACTAS Y TECNOLOGÍAS a 


(L 


FUNCIONES PARES E IMPARES 


Definición: Se dice que una función escalar f es par si se verifica que 


fX)=f(=x),  VxEdif]- 


La gráfica de una función par es simétrica con respecto al eje 0y; esto se debe a 


que las imágenes de números opuestos son iguales. 


Ejemplo: f(x)=x2, f es par pues f(-x)= (-x)?2 = x2 = f(x), y su gráfica es: 


Definición: Se dice que una función escalar es impar si verifica que: 
=f(x)=f(=x)  VxEd;g] 


La gráfica de una función impar es simétrica respecto al origen de coordenadas. 


Ejemplo: f(x)= x? es una función impar, pues: f(-x) = (-x$ =- x3 = - f(x), y su gráfica 


es: 


=2 


4 
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OPUESTA Y RECÍPROCA DE UNA FUNCIÓN ESCALAR 
Sea f una función escalar, es decir: 
f: dig >R/d¡g ER 
x py =f(x) 
1. Se denomina Opuesta de f y se indica —f a la función definida asi: 
—f: dif >R/d¡g SR 
EdR x hb (ENG) =-f(x) 
i.  dp=d-f 
ii. EN) =-—f(), Vx € djs 


Nota: Existe una simetría en las gráficas de las funciones f y —f dadas por un 
Eje de Simetría: Eje X. Esta simetría se tiene en cuenta para realizar la gráfica 


de la Opuesta de una función escalar. 
Ejemplo: Sea f/f(x)= 2x + 1. Luego, (-£)(x)= - f(x) = -(2x+1)=-2x -1 
d[f]=d[-f]=R y  r[f]=R y r[-f]=R porque ambas son funciones lineales. 


Sus gráficas: 


Primero graficamos la función f. Luego, para marcar la función opuesta se tiene 
en cuenta la simetría de los puntos de la gráfica de la función f, respecto del eje 
X. Cada punto de f, deberá ser reflejado por el eje x; de esta manera se obtendrá 


la gráfica de la función opuesta —. 
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a A O bd 
2. Se denomina Recíproca de f y se indica pa la función 


definida as” 


a e 


dí: > R/dz] =R-— lx E di/f(x) = 0) 
f 
xb (7 ) = 5 


En otras palabra: 


¡ Qy=R— (E dilrco =0) 


ii. E Ja == 
fe e ) 
Para graficar la función recíproca: 


= Lafunción f y 1/f tienen el mismo signo. 

= Silfx)|=1entonces |1/f(x)|= 1. Es decir, en los valores de x donde la 
función f tome el valor 1 o -1, allí en dichos valores de x, la función 
1/f también tomará los valores 1 o -1. 

=  Enlos ceros de f, alli 1/f presenta una línea vertical que dibujamos en 
linea de puntos. 

= Si f(x) toma valores “pequeños” (0 < |peq| < 1), entonces allí la función 
1/ftomará valores “grandes”. 

=  Sif(x)toma valores “grandes”, entonces alli la función 1/ftomará valores 


“pequeños”. 


Nota: Los dos últimos items corresponde al razonamiento que se utiliza para 
realizar análisis del Comportamiento de una función en las proximidades de 
el/los puntos que no pertenecen al dominio de una función, y en valores 


alejados del Eje x. En cuyo caso se tiene en cuenta las siguientes reglas: 


e grande y 


peq grande Bey (1) 


Nota: La flecha significa “tiende”, de la idea de proximidad, o “se aproxima”. 
Para el ejemplo anterior se tiene: 

1 1 

=: A día =R — 1-2 

5" RO) /d9=R= (7) 


1 


Y 1 
50 =F0)  2x+1 


f 
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Observación: 


+ El dominio de 1/fes R - (-1/2). En el valor de la variable x, que no se 
encuentre en el dominio de 1/f, habrá una línea punteada vertical. 

+ El recorrido de 1/fes R — (0j. En el valor de la variable y, que no se 
encuentre en el recorrido de la función 1/f, habrá una línea punteada 
horizontal. 


Nota: Las líneas punteadas son imaginarias en el gráfico siguiente, pues la función fue graficada 
con graficador. 


+ Observemos que donde la función lineal (verde) toma valor 1 para x=0 y 
valor -1 para x=-1; la recíproca (rojo) toma los mismos valores en los 
mismos X. 

+ También observemos que para valores grandes y positivos de la variable 
x, la recíproca (1/f) toma valores pequeños y positivos; y, para valores 
grandes pero negativos de la variable x, la recíproca toma valores 


pequeños y negativos. Esto es así, dado que la función recíproca es: 
1 1 7 . 

E) () = O al hacer los cocientes mencionados en (1), se puede 
comprender y apreciar el comportamiento de la función recíproca 


graficada anteriormente. 


Teniendo en cuenta las reglas anteriores, dibujamos primero la función f y luego 


la recíproca en un mismo Plano Cartesiano. 


3 n: > 22 +4 
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OPERACIONES CON FUNCIONES ESCALARES 


Sean f y g funciones escalares. Las funciones f + g, f—- 9, f.9,Cc.f (c€ R)y f/g 
(con g(x) % O) se definen para cada x € d[f] A d[g]. 


i. (F + 9)bc) = f(x) + g(x) 

ti. (f- gx) = fl) - g(x) 

iii.  (f.g9)x) =f(). g(x) 

iv. (Cc. f()=c. fx) CER 


v. (1/9)_c) = fh)/g(x) ,con g(x) 4 O 
PROPIEDADES DE ESTAS OPERACIONES 
1. f+g=9g+f A f.9=9-f Conmutativa 


2. f+(g+H)=(+9Q+h AM f.(g.h=(f.9).h Asociativa 
3. f (g+h)=f.9+f.h Distributiva respecto de la suma y resta. 


GRAFICAS DE ALGUNAS FUNCIONES ESCALARES 


A continuación presentaremos algunas funciones escalares, con sus respectivos 
dominios, recorridos, gráficos y paridades (simetrías), con las que vamos a trabajar en 
la asignatura. 


1- Función constante: 7: dí >T12] 
xbTt)=c | 


Donde el dominio y el recorrido de esta función es: 


o dí] =R x 
e Tr = tc 
Además, la función constante es función par; pues: 
c(x) = C(=x) =cC 


Por ello es simétrica respecto del eje y. 


2- Función Identidad: |: di; > TH 


x b I1(x) = x; 0 bien y = x. 


o dir] =R AM Tin = R 
Además, la función Identidad es función impar; pues: 
IG) = x 


l(=x) = — 
es — a = 0% Luego, I(x) =-—I(=x) = x. 
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3- Función Linr: di, > Tí] 
x hb r(x) =mx +b y 
Donde, el dominio y recorrido de toda función lineal E 
e dir] = Tr] =R La 
e La gráfica de una función lineal es una recta. HH - 


(Horizontal y Oblicua). 
e La pendiente de una recta indica la inclinación de la. 
. m =tg(0), 
es el ángulo de inclinación de la recta respecto de la horizontal (eje Xx). 


e Recordemos además, que esta función no es ni par ni impar. 


4- Función Valor Absoluto: y. div > Tm 
x PV) =Ix1=( 


x  six>0 
=x, six<0 


Es decir, V(-)=x si x>0y V(x) = -x, six<0O 
Donde el dominio y el recorrido son: 
e d(R)=R y r(V)= R:Uf0)=[0,+w0) 


e Vesuna función par, ya que: 


Vx) = |-x | =|]x]|=V(x) 
e Lagráfica forma una V compuesta por las dos rectas: “y = x” e “y 


= -x” que se cortan en el orígen. 
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5- Función Sig Sg: di¡sg > Tisg] 
x > SgGo) = La, 


x 


Donde: 
e dis =R=(0) y Tisg =t-1,1) 
e  Esuna función impar pues: 


I-x] _ 1xl |x| 
SE) = 7 == 7757590) 


La función signo es función impar. 


6- Función Potencial: 1": xH P(x =>" 
Ya conocemos algunos casos de esta función: 
- Paran=1: T(x)=1I() = x (Función identidad) 
- Paran=2, I(x) =x2 (Función Cuadrática) 


- Paran=3,IS(x) = x* (Función cúbica ) 


Sin=n, Ir(x) = x2 


Algunas caracteristicas comunes en ellas son: 


e En todos los casos el (0,0) y el (1,1) pertenecen a la gráfica de la 
función potencial. 

e El dominio de la función potencial es el conjunto de los números 
reales y su recorrido, en general, es un subconjunto del mismo. 

e La función potencial será par o impar según que el exponente n sea 
un número par o impar. 

e Además para cada “n”, si O < x < xo entonces Ir(x1) < In(x2). 

e Además, si n es par Ín es par. 


e Sinesimpar, lr es impar. 


1(x) = Il = x 


2(x) = x2 I8(1) = x3 
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7- Función Polinómica: 


n 
Si a.,a¡,a2,)..., An son números reales con as + 0, la función P = ar” 
k=0 


se denomina función polinómica de grado n tal que 


n 
Pl.) = yA = a X2 + a XT + a9x02 +... + Ano X2 + an-1 X + An 
k=0 


e 20,a1,92,..., An se denominan coeficientes. 

e as esel coeficiente principal y an el término independiente. 

e El dominio de Pes R y el recorrido de P es un subconjunto deR . 

e Las funciones lineal y cuadrática son casos particulares de la función 


polinómica. 
Ejemplo: 


Ejercicio: Dibujar la gráfica de f definida asi: f(x) = x? -2x + 5 


8- Función Racional: Sean P y Q funciones polinómicas. La función racional 


, P 
se define como R = a 


Donde d [3 = [x/x E d[P| nNd[Q] A Q() +0] o bien 


a[¿]=r=eRr Q() =0) 


Ejemplo: Determinar dominio y recorrido de la función cuya ecuación es: 


TO) = — (Función Racional). Graficar 


Para realizar el gráfico de esta función, primero se debe realizar el Análisis de la 
misma, en donde se determinen los elementos necesarios para realizar el gráfico. 


Parte Analítica: 


1. Determinación de Dominio y recorrido: 


Dominio de f Para determinar el dominio de esta función, debemos tener en 
cuenta qué tipo de función es: Función Racional, es decir, un cociente de dos 
polinomios, donde el segundo debe ser un polinomio no nulo. Entonces, 
conociendo el tipo de función podré saber qué tipo de condición debo exigir a la 
variable x para que puedan obtenerse sus imágenes: El denominador (Polinomio 
divisor) debe ser distinto de cero. Simbólicamente: 
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x-2%*0 
Despejando x, tenemos: x +2 


Luego, los x del dominio deberán ser todos los números reales distintos del número 
2. Es decir: 


e dif] =R- 12). 


Observación 1: Como el número real 2 no pertenece al dominio de f, en ese número 
XxX vamos a dibujar una línea recta vertical punteada, llamada Asíntota. Esto 
indicará gráficamente, que ese número no tiene imagen. 


Observación 2: Asimismo, los números que se encuentran alrededor del 2, si tienen 
imagen respecto de la función f, y vamos a analizar su comportamiento en el item 
n” 4, de la respectiva parte analítica. 


Recorrido de f: Para determinar el recorrido de toda función racional, vamos a 
esperar al final del ejercicio, al graficar podremos identificar el recorrido; es decir, 
una vez graficada la función podremos saber cuáles son los valores de la variable 


EL? 


y” que no son imagen de ningún valor del dominio. 


Oo Yif] = 
2. Intersecciones con los Ejes coordenados 
Recordemos que: 


= Nox: debemos hacer y=0 


=  Noy: debemos hacer x = 0, 
Luego: 
= nox: y=0 
Como y= = entonces = =0 (resolvemos) > x+3=0.(x-2) > 
x+3=0 > x=-3. Luego, cuando y =0, resulta x= -3. 


Es decir, el par ordenado o punto de la gráfica de f que intersecta al eje de las x es 
el par (-3,0). 
= noy: x=0 


Como y=f(x)= 3 entonces F(0) = e > es decir, f(0) = - 3/2. Luego, 


x-2 0-2 


cuando x=0, resulta y =-3/2. 
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El punto de intersección con el eje oy es el par ordenado (0,-3/2). 


3. Paridad (Simetrías) 


En este item, vamos a descubrir si la función dada es una función par o impar o 
ninguna de las anteriores, utilizando las respectivas definiciones. Este dato es 
importante, dado que tanto las funciones pares como impares son simétricos, y 


por lo tanto permiten una facilidad para realizar el gráfico. 
Veamos: 
e ¿fes par? 


Sabemos por definición que una función es par, si f(x) =f(=x)  Vx€E dif. 


Entonces, calculemos f(-x) y comparemos con f(x). 


- fm=%. 
- fen= E 


Observamos que f(x) * f(x)  VxEdif]. Luego, f no es par. 
e ¿fes impar? 


Sabemos por definición que una función es impar, si —f(x) = f(x), VxE€E dif. 


Entonces, calculemos -f(x) y comparemos con f(-x), ya calculado en el paso anterior. 


E 
- fe 


Observación: Cuando debemos introducir un signo menos en una fracción, sólo 
debe introducirse en uno de los factores, numerador ó denominador; pero no en 


ambos. Luego, se procede a cambiar los signos de cada término del factor elegido. 


Observamos que —f(x) * f(x),  VxEdif]. Luego, f no es impar. 


4. Comportamiento de f en proximidades del punto que no pertenece al 


dominio de la función f. 
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Como hemos visto, el número que no pertenece al dominio de fes 
el 2. Queremos saber qué valores toma la función f (es decir, qué valores de 
imágenes obtenemos) cuando la variable x se acerca al 2 a su derecha, o se acerca 
al 2 a su izquierda (es decir, cuando la variable x toma valores cercanos a 2, por 
su derecha y por su izquierda). De eso se trata el comportamiento de f en las 
proximidades del/de los, número/s que no pertenece/n al dominio de f; en este 


caso 2. 
Para ello, vamos a realizar las siguientes consideraciones: 
- Tomamos un número Qh. > 0 y muy pequeño (O<h<1, h = n* pequeño) 


Nota: Cuando decimos muy pequeño, hacemos referencia a que es casi 


despreciable. 


- Tomamos un número simbólico a la derecha de 2 y otro a su izquierda de 


la siguiente manera: 
x=2+h y x=2-h 


Nota: Gráficamente sería lo siguiente: 


e Esta representación es solo para la comprensión de lo que se realiza analíticamente 
en los pasos anteriores. Esto no debe representarse gráficamente en el Plano 
cartesiano de la gráfica de f. 

e La línea punteada si debe marcarse en el Plano Cartesiano, e indica que el 2 no está 
en el dominio. 

e Los puntos x1 y x2 son los tomados en la parte analítica ( a la derecha de 2 y a la 
izquierda de 2). 


Continuamos con la parte analítica: 


-  —Calculamos las imágenes de esos valores de x: 


e fa)=fQ+h)= 


2+h+3 54h _ 5 
2+n-2. h "h 


e fA)=f0-h)=>27>3=> =.=6 (67 


Y 
| 
8 
NY 


Nota: G* indica un n” grande y positivo, aprox. +0. Análogamente, G”. 
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e Esto quiere decir que, que para los valores x que se aproximan a 
2 por derecha, los f(x) tienden a +00; en tal caso haremos una marca 
en el plano cartesiano que contiene los elementos del gráfico, en la 
parte superior derecha próxima a la linea punteada vertical en 2. 


e Análogamente, para los valores de x que se aproximan a 2 por 
izquierda, los f(x) tienden a —oo.. En tal caso haremos una marca en 
el plano cartesiano que contiene los elementos del gráfico, en la parte 
inferior izquierda próxima a la linea punteada vertical en 2. 


5. Comportamiento de f, en valores alejados del dominio. 


En este ítem, se pretende conocer qué valores toma la función f cuando la variable 
x toma valores muy grandes y positivos, ó muy grandes y negativos; es decir, 


cuando la variable x tiende a + infinito, o tiende a — infinito. 


Nota: La palabra “tiende” refiere a la nocion de proximidad, acercamiento o alejamiento. 


Luego: 


- Si el grado del polinomio numerador es mayor o igual al grado del 
polinomio denominador, se debe efectuar el cociente entre ellos. Caso 


contrario, se procede a efectuar los cálculos posteriores al cociente. 


fo) -= Luego: Plx) E ¿£+43 | 1-2————> Qx) 
+ 
442 = 1—> Clx) 


Ns R(x) 


De esta manera, por el algoritmo de la división, vamos a poder expresar a la función 


racional de la siguiente manera: 


“Si f(x) = qn y al realizar la división obtenemos el cociente C(x) y el resto R(x), 


Q<) 
R(x) 
06) 


podremos expresar a f de la siguiente manera: f(x) = C(x) + ¡es decir: 


Resto ,, 


f = cociente + — 
divisor 


De acuerdo a esto tenemos: 
x+3 5 


a 


Razonamiento: 
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- Six >0 (esto significa que: xes G* equivalente a x > +00) 
Nota: la flecha significa “tiende”. 


Calculamos fl): f(>0)=f(6)=1 


EPS grande y positivo 


Xx pequeño y positivo 


1 + peg y positivo =i= por encima de 1 en el eje 
de las ordenadas. 


Luego, hemos encontrado que las imágenes de valores muy grandes y positivos, son números que se 
aproximan a 1 por encima. 


e Con lo cual, esto nos indica que el 1 no pertenece al recorrido de la función, y de 
esta manera también dibujaremos una línea punteada pero horizontal que pase por 
el valor de y = 1. 

e Luego, dibujamos una marca por encima de la línea punteada en el extremo superior 
derecho del plano cartesiano (para valores de x grandes y positivos). 


El recorrido de fes: rif =R— (1) 
Six<0 (esto significa que: xes G” equivalente a x => —0o) 


pequeño y negativo 
f<0)=fF(63)=1 + 

Calculamos fx): (5-20 

£%. grande y negativo 


UA 


1 + peg y negativo =_1 = por debajo de 1 en el eje 
de las ordenadas. 


Luego, hemos encontrado que las imágenes de valores muy grandes y negativos, son números que 
se aproximan a 1 por debajo. 


e Luego, dibujamos una marca por debajo de la línea punteada en el extremo inferior 
izquierdo del plano cartesiano (para valores de x grandes y negativos). 


Observación: 


e  Alrealizar la división entre, un número real cualquiera y un número muy grande, se 
obtiene como resultado un número real muy pequeño. Puede usted hacer la prueba: 
divida el número 8 entre 1000000000. Por lo tanto, al dividir un Número entre algo 
GRANDE, nos da PEQUEÑO. 

e  Alrevés, al realizar la división entre un número real cualquiera y un número muy 
pequeño, se obtiene un número real muy grande. Puede usted hacer la prueba: 
divida el número 8 entre 0,000000001. Por lo tanto, al dividir un Número entre algo 
PEQUEÑO, nos da GRANDE. 
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Parte Gráfica: 


Hemos concluido, el análisis de los elementos de la función que permitirá volcar toda la 
información recabada en el plano cartesiano, para la construcción de la función. 


Debemos marcar la línea punteada vertical (dominio), línea punteada horizontal (recorrido), 
marcar los puntos del plano que intersecta la gráfica con los ejes coordenados, marcar las 
posibles simetrías (en caso de tener paridad) y por último, hacer las marcas respectivas a 
cada comportamiento. Una vez, volcado todos los elementos, se deben unir dibujando la 
gráfica de f. 


La gráfica es entonces: 


FUNCIONES MONÓTONAS. FUNCIONES ACOTADAS. EXTREMOS 

ABSOLUTOS. 

Sea f una función escalar restringida a A c df), f(4) representa en rango de 
fal conjunto A 

Diremos que: 

. f es creciente en A si para cada par de puntos x, yx de A tales que 
x¡ < x¿ entonces f(x,)< f(x2). 

. f es decreciente en A si para cada par de puntos xy yx de A tales 


x1 < xz entonces f(x,) > f(x>2). 
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A Creciente 4 
Decreciente 
£(%1)=£(X2) — 
io 1 
. fes estrictamente creciente en A si para cada par de puntos x, y Xz 
de A tales que x, < xz entonces f(x,)< f(x2). 
* fes estrictamente decreciente en A si para cada par de puntos x, y 


x dle A tales que x, < xz entonces f(x,) > f(x2). 


4 Estrictamente Creciente Estrictamente Decreciente 


Se dice que una función es Monótona si es creciente o decreciente. 
Una función es Estrictamente Monótona si es estrictamente creciente o 


estrictamente decreciente. 


Función Acotada 
Se dice que una función festá acotada superiormente en A si existe C € R tal que 


para cada xe Ase verifica fix) < C. 


Se dice que una función f está acotada inferiormente en A si existe C"ER tal 
que para cada xe A se verifica f(x) > C” 


En símbolos: 


+ festá acotada superiormente en A si: [VcelK / Vxe A: Ax < C] 
+ festá acotada inferiormente en A si: [vcelK / vxe A: fx) > C”] 


festá acotada en A si lo está superior e inferiormente. 
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Gráficamente: 


festá acotada superiormente por c f está acotada inferiormente por c” 


Extremos Absolutos 


Se dice que una función ftiene: 


. Máximo absoluto en A si existe un número p 
e A tal que para todo xe A es flo < flp) . 


Pongamos M=flp). Mes el máximo absoluto de fen A. 


En símbolos: 


ftiene máximo absoluto en A + [ 3 peA/ Vxea: f(x) < f(p)!. 


* Mínimo absoluto en A si existe un número p 
e A tal que para todo xeAes fla > fp) . 
Pongamos m = flp); m es el mínimo absoluto de f en A. 
En símbolos: 


ftiene mínimo absoluto en A (HA peA/ VXeA: f(x) > f(p)]. 


Se denomina extremos absolutos de f en A al máximo absoluto y al minimo 
absoluto. 


Ejercicio: Sea f/ f(x)= - x2 + 4 definida en el intervalo A = [-1;3]. 


Determine d;, rr, intersecciones con los ejes coordenados, vértice, eje de simetría, 
concavidad y realice el gráfico de la función. Luego analice si f está acotada 
superior e inferiormente en el intervalo A y diga cuál es el Máximo y el mínimo de 
E, 
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GRÁFICA DE LA FUNCIÓN INVERSA DE UNA FUNCIÓN 
ESCALAR 


Sabemos que a toda función fse le puede asociar un conjunto f-* cuyos elementos 


son los pares ordenados opuestos a los pares de la función f. 


Si fes una función escalar, la gráfica de f-! es simétrica con respecto a la primera 


bisectriz (función identidad l(x)= x). 


Recordemos también que f! es función siempre que f sea inyectiva; si esta no lo 
es, se debe restringir el dominio de fen donde si sea inyectiva, y de esta manera 


se podrá determinar la función inversa de f. 


Aprenderemos a dibujar la inversa a partir de la simetría que existe entre fy f* 


dada por la recta de la función identidad: 


FUNCIONES TRASCENDENTALES 


Son las funciones circulares, hiperbólicas, exponenciales, y las inversas de 


estas. 


Funciones Circulares: Son las funciones seno, coseno, tangente, secante, 
cosecante y cotangente. También son las inversas de las mismas: arcoseno, 


arcocoseno, arcotangente, arcosecante, arcocosecante y arcocotangente. 


APUNTE TEÓRICO DE ANÁLISIS 1 - LSI - PI - 2021 


UNIVERSIDAD NACIONAL DE SANTIAGO DEL ESTERO 
FACULTAD DE CIENCIAS EXACTAS Y TECNOLOGÍAS 


ña 


Vamos a presentar y graficar cada una de ellas; para ello vamos a 
definir el la Circunferencia trigonométrica de la cual se obtienen todas las 


funciones circulares. 


Circunferencia Trigonométrica. 


Para definir las funciones trigonométricas o circulares, utilizaremos la 
circunferencia trigonométrica o unidad. Esta es una circunferencia de radio 1 y 
que está centrada en el origen de coordenadas. Para cada punto P de la 
circunferencia, el radio vector OP forma un único ángulo a con el eje positivo de 
las abscisas. Este ángulo será positivo, si OP gira en sentido anti horario, y negativo 


si gira en sentido horario. 


Q = (1; te(a)) 
P = (cos(a);sen(a)) 


Como se observa en el gráfico anterior, el punto P pertenece a la circunferencia 


trigonométrica y tiene como coordenadas: 
X=COos q y = sen a 


Además si consideramos el punto Q como la intersección de la recta tangente a la 
circunferencia que pasa por el punto (1;0) y la prolongación del radio vector OP, 


las coordenadas de Q son: 


x=1 y =tga 
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cos a 


colan a = 


sin a 


Es fácil ver que, al variar el ángulo «a, aumentando a partir de 0*, 
simultáneamente aumentan el seno y la tangente, mientras que el coseno 
disminuye. Es decir: a mayor ángulo del primer cuadrante corresponde mayor seno 
y mayor tangente. En cambio, podemos observar que en el caso del coseno, a 


mayor ángulo del primer cuadrante corresponde menor coseno. 


Por otra parte, los segmentos representativos del seno y coseno, a lo sumo pueden 
ser iguales al radio; en consecuencia, los valores que alcanzan el seno y el coseno 


a lo sumo pueden ser iguales a 1. 


En cambio el segmento representativo de la tangente se reduce a un punto cuando 
el ángulo es de 0” y luego aumenta indefinidamente con el ángulo alcanzando 
cualquier valor; es decir, que la tangente varía en el primer cuadrante de O a 
infinito. 
A continuación estudiaremos y analizaremos las funciones trigonométricas. 
1. Función Seno: 
sen: KR —> [-1; 1] 
1, six= 5 2krt, keZ 
xk» sen (x= 0, six =kr, keZ 
—1, six= =n+ 2krTt, keZ 

y disen] =l y Flsen] = [-1; 1] 


e sen(0) =0; sen (5) = 1; sen(m) = 0; sen (5) =-—1; sen(21) =0 
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e Es una función impar ya que sen(-x) = - sen(x). 


e La función seno es una función periódica de periodo 27. 


Su gráfica es: 


Gráfica de la función seno y = sena 


e ¿La función seno es inyectiva en su dominio? 


No, la función seno no es inyectiva en su dominio, porque para valores distintos 
del dominio, tenemos la misma imagen. Luego, si se restringe el dominio para que 


la función sea inyectiva, podemos definir su inversa, que es la función Arcoseno: 
d*[sen] = [- y al . En este intervalo la función seno es inyectiva, y por lo tanto su 


inversa es función. 


Presentaremos la función recíproca del seno: 


Función Cosecante (Recíproca del seno): 


cosec: R - (x/ x= kr,keZy — R- (-1; 1) 


E 
Xx HL> cosec[(x) = — 
senx 


Es una función impar, ya que proviene de una función impar. 
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2. Función Coseno: 


cos : IK => (+1; 1] 
1, si x= 2krr,keZ 
x lb+cos (1 =30, six=>2+kn, keZ 
—1, six= m+2kxr,keZ 
y dicos] =R y Picos] = [tk 1] 
e cos(0) = 1; cos (E) =0; cos(m) = —1; cos (5) =0; cos(21) = 1 
e Es una función par ya que: cos(x) = cos(-x). 


e La función coseno es una función periódica de periodo 2r. 


Su gráfica es: 


Gráfica de la función coseno y= cos a 


Presentaremos la función recíproca del coseno. 


Función Secante (Recíproca del Coseno): 


sec : R— (1/ x= + kr, keZ ) >  R-(-1;1) 
XL hd sec[x) = +- 


Ccosx 


Es una función par, ya que proviene de una función par. 


Su gráfica es: 
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Gráfica de la función secante y= seca 


e) e oro le 


3. Función Tangen tg: R- (x/ x == + km, ke) — R 


S > tg(x) = senx 


cosx 


Es una función impar ya que: 


_sen(-x) -—sen(x)_ sen(x)_ 
tg(-x) = cos(—=x)  cos(x)  cos(x) tg) 


Gráfica de la función tangente y = tan a 


Función Cotangente (Recíproca de la Tangente): 


cotg: R - (x/x=krm,keZy > R 


x HF cotg(x) = 2=*2 


tgx  senx 


Es también una función impar. (Probar) 
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Su gráfica es: 


Gráfica de la función cotangente y= cota 


Funciones Trascendentales Ciclométricas 


Son las funciones circulares inversas. Como las funciones circulares no son 
Inyectivas, debe considerarse una restricción adecuada de sus dominios, para 


poder definir las inversas de cada una de ellas. 


1. Función Arcoseno 


sen *(x) = arcsen(x) tal que disen” = [-S; 5] 
[sen*] 33 
Siendo sen* : [-E; al > [-1; 1] Inyectiva, definimos: 
arcsen: [-1; 1] —> [-E; al (función impar) 


x [a» arcsen(x) = sen-1(x) 
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2. Función Arco Coseno 


Consideramos cos*(x) en el intervalo [0; 71]. 


Siendo cos*: [0; 1]-—» [-1; 1] Inyectiva, definimos: 
arc cos: [-1; 1] —-» [0; 11] (función par) 


x |» arccos[x)=cos-1(x) 


Su gráfica es: 


arccos:[- 1,1] — [0,11] 


cos:[0,11] — [-1,1] 
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Para graficar la inversa tenemos en cuenta que esta función tiene los pares 


ordenados opuestos de cos; por lo tanto tenemos: 


-  (01)€cosx 
-  (10)€ arccosx 
- E, 0) E cosx 

2 


- (0,5) E arccosx 


3. Función Arco tangente 


Siendo tg*: (-5,5) —>R inyectiva, definimos: 


arctg: R —» (2 :1) (función impar) 


Xx tb» arctg(x) = tg-1(x) 


A 


y” tan(<) y = arctan(x) 


FUNCIONES HIPERBÓLICAS 


Ejercicio: Investigue en la bibliográfica proporcionada las funciones hiperbólicas; 
presente sus dominios, recorridos, reglas de correspondencia, y realice las 


respectivas gráficas de cada una. 
FUNCIÓN EXPONENCIAL 


Sea a + 1, a ER? se define la Función Exponencial en base a como: E¿(x)= a*. 


Algunas características generales: 
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- El par ordenado (0,1) € E,; pues six=0, E,(0)=a% =1. 
- El par ordenado (1,a) € E,; pues six=1, E¿(1)=a! =a. 
- El par ordenado (1,5) € E,; pues six=-1, E¿—1)=a = =. 
- d[E¿]=R 
- r[E,]=(0; +0) si a>1 
- Sia >l, las gráficas de las funciones exponenciales son estrictamente 


crecientes para todo el dominio de la función. Veamos un ejemplo: 
Ejemplo: Realizamos la gráfica de E,(x) = 2* 


- El par ordenado (0,1) € E,; pues six=0, E,(0)=2%=1. 

- El par ordenado (1,2) € E,; pues six=1, E,(1)=2!1=2. 

- El par ordenado (1,3 € E,; pues six=-1, Er(-1)=2*= 
-  d[Ez] =R 

-  r[E,]= (0; +00) 

- Comportamiento de E, para valores alejados del dominio: 


e Six>0(esto significa que: xes G* equivalente a x > +00) 


E,(G*) = 26 = G*; es decir, que para valores grandes y positivos del eje x, las 


imágenes serán grandes y positivas. 
e Six<0(esto significa que: xes G” equivalente a x => —0o) 


E¿(G7)=2% =peqy+ ; es decir, que para valores grandes y negativos del eje x, 


las imágenes serán pequeñas y positivas. 


La gráfica resulta: 
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Gráfica de E_2 


- Si 0O<a<1, las gráficas de las funciones exponenciales son 
estrictamente decrecientes para todo el dominio de la función. Veamos un 
ejemplo: 

1 x 


Ejemplo: Realizamos la gráfica de Ex(x) = E) 
2 


0 
- El par ordenado (0,1) € Ex; pues six=0, E1(0) = E) =1. 
2 2 


1 E aa 
- El par ordenado (1,5) € Ex; pues six=1, Er(1)= E) =7. 
2 z z 2 2 


-1 
- El par ordenado (-1,2) € Ex; pues six=-1, Ei(-1) = E) a 
2 2 


- dfe]=r 
2 

-—r Es] =(0,+00) 
2 

- Comportamiento de E para valores alejados del dominio: 


2 


e Six>0(esto significa que: xes G* equivalente a x > +00) 


Gt 
E1(G*) = E) = peq y + ; es decir, que para valores grandes y positivos del eje x, 
2 


las imágenes serán pequeñas y positivas. 


e Six<0(esto significa que: xes G” equivalente a x => —0o) 


A 
Ex(G”) = E) = G*; es decir, que para valores grandes y negativos del eje x, las 
2 


imágenes serán grandes y positivas. 


La gráfica resulta: 


4 3 ya +1 0 1 2 3 4 


Gráfica de E (1/2) 
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Opuesta, Recíproca e Inversa de una Función Exponencial: 


Las funciones opuestas, recíprocas e inversas de una función exponencial 
presentan simetrías que permitirán realizar las gráficas de forma sencilla. 
e Opuesta de E, es la función —E,(x) = —a?*. 

Ñ Es ao 1 
e Recíproca de E, es la función E1(x) = e 
a 


+ Inversa de E, es la función E, *(x) = loga(x). 


FUNCIÓN EXPONENCIAL DE BASE e(euler) 


En esta asignatura trabajaremos con la función exponencial de base el número 


Euler. Este número es un número irracional, denotado: e = 2,7182... 
Presentamos la función: 


exp: R => (0;+00) 
x > exp(x) = E.(x) = e* 
Realizamos la gráfica de E¿(x) = exp(x) = e* 
- El par ordenado (0,1) € E,; pues six=0, E,(0)=e%=1. 
- El par ordenado (1, e) € E,; pues six=1, E.(1)=e! =e. 
- El par ordenado (1,3 € E,; pues six=-1, E.-1)=e= - 
- dE. =R 
-  r[E¿]= (0; +00) 
- Comportamiento de E, para valores alejados del dominio: 


e Six>0(esto significa que: xes G* equivalente a x > +00) 


E.(G+) =e%* = G*; es decir, que para valores grandes y positivos del eje x, las 


imágenes serán grandes y positivas. 
e Six<0(esto significa que: xesG” equivalente a x => —00) 


E,(G7) =e% = peq y + ; es decir, que para valores grandes y negativos del eje x, las 


imágenes serán pequeñas y positivas. 


La gráfica resulta: 
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Gráfica de exp 


Opuesta, Recíproca e Inversa de la Función Exponencial: E, =exp 
Opuesta de exp: 
exp: R => (—0;0) 
x > —exp(x) = —E¿(x) = —e* 

e Es estrictamente decreciente en su dominio. 
e Los siguientes pares ordenados pertenecen a la función opuesta: —exp. 

- (0,1)€ —exp 

- (1,—e) € —exp 

- (=1,-1) E —exp 
e La función opuesta —exp es simétrica con la función exp respecto del eje x. Por 


lo tanto, esta simetría permitirá realizar la gráfica de forma más sencilla. 


F Y 


Luego, su gráfica es: 


Gráficas de exp y -exp 
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Recíproca de exp: 


1 
—:i R O; 
20 > (0;+00) 


A 
x > Oe 


e Es estrictamente creciente en su dominio. 


A a .- . 1 
e Los siguientes pares ordenados pertenecen a la función recíproca: a 


aa E 1 . A 2z a 
e La función reciproca a simétrica con la función exp respecto del eje y. Por 


lo tanto, esta simetría permitirá realizar la gráfica de forma más sencilla. 


Luego, su gráfica es: 


Gráficas de exp y 1/exp 
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Inversa de exp: 


Como la función exponencial es Inyectiva, su inversa es función: es la función 


logaritmo neperiano. 


exp *: (0; +0) > R 
x > exp *(x)=1In(x) 
Características: 
e dl[In] = (0;+00) y r[In] = R 
e Es estrictamente creciente en su dominio. 
e Los siguientes pares ordenados pertenecen a la función inversa: ln. 
Nota: La función inversa presenta los pares opuestos de f. 
- (10)€ In 
1 

- E-1) E In 

- (e,11) € ln 
e La función inversa In es simétrica con la función exp respecto de la función 


Identidad de ecuación y = x. Por lo tanto, esta simetría permitirá realizar la 


gráfica de forma más sencilla. 


Luego, su gráfica es: 
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